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NYTT MOTE:

* Diskutera Ert forslag till lampligt problem med kursledaren (Peter
Lohmander) och faststall darefter vilket problem Ni ska l6sa.

* Datum: 2018-01-26 (Fredag)
e Tid: Peter Lohmander finns lokalen 14 — 16.

* Grupperna bokar tid (10 minuter per grupp) inom det intervallet med
Peter Lohmander. Bokningen sker direkt efter nu pagaende
férelasning.

* Vid motet skall foljande fastslas: Problemets definition samt
gruppmediemmarnas namn.

e Plats: L403



Erfarenheter fran féregaende genomgang:

e Vi utgick fran ett maximeringsproblem med en malfunktion och en
restriktion.

Vi forutsatte att restriktionen ar bindande i optimum.

* Vi definierade ett problem som dels kunde I6sas med Lagrange
multiplikatormetod och dels pa annat satt.

* Vivet nu hur en Lagrange-funktion konstrueras fran ett
maximeringsproblem med ett bivillkor.

* Vi vet hur man bestdmmer optimala vérden pa beslutsvariablerna samt pa
dualvariabeln (= skuggpriset = shadow price = marginellt kapacitetsvarde)
genom att utga fran Lagrange-funktionen.

* Vi vet ocksa hur man kan omvandla ett problem med tva beslutsvariabler
till ett problem med en beslutsvariabel om man kan [6sa ut en av
beslutsvariablerna via den bindande restriktionen.



Foregaende problem (fortsdttning):

* Vi kan darigenom optimera problemet som ett endimensionellt
maximeringsproblem.

* Vi kan da bestamma optimalt varde pa en beslutsvariabel genom
forstaordningsvillkoret for optimum.

* Vi kan kontrollera andraderivatan av malfunktionen med avseende pa
den fria beslutsvariabeln och darigenom kontrollera att vi har ett
maximum.

* Sedan kan vi bestamma den andra beslutsvariabelns optimala varde
genom att vi kanner till den forsta beslutsvariabelns optimala varde
samt den bindande restriktionen.



Foregaende problem (fortsdttning):

* Vi kan bestamma det optimala malfunktionsvardet genom att satta in
beslutsvariablernas optimerade varden i malfunktionen.

* Vi kan bestamma dualvariabeln (= skuggpriset = shadow price =
marginella kapacitetsvardet) genom att derivera det optimala
malfunktionsvardet m.a.p. “kapaciteten” (Resursmangden) i den
bindande restriktionen.

* Vi vet ocksa hur vi kan anvanda ett optimeringsprogram (Lingo) for att
numeriskt [6sa ett typiskt Lagrangeproblem.



Exempel pa optimering med respektive utan
Lagrangefunktion: Ekonomiskt optimal areal

Malfunktionens egenskaper?

Om man inte hade bivillkoret; Hur skulle man da hantera detta
maximeringsproblem? Forstaordningsvillkor?
Andraordningsvillkor for maximum?

Restriktionens egenskaper?

Optimerin§ utan Lagrange-funktion. Hur kan man hantera
bivillkoret

Optimala varden pa x och y via forstaordningsvillkor?
Optimalt varde pa Z?

Max eller min? Unikt eller gj?

Derivatan av optimal varde pa Z m.a.p. K?
Optimering med hjalp av Lagrangefunktion.
Kuhn-Tucker-villkoren.

. Tolkning av marginella kapacitetsvardet.



'Numerical solution wvia Lingo;
'Peter Lohmander 180120;

model:

Zz = X*y;

L=10;

max = z;

[Constraint] 2*x+2*y <= L;

end



-
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max = 2z;
[Constraint] 2*x+2*y <= 10;
end




model :
= x*y;
L=10;

max = 2z,

[Constraint] 2*x+2*y <= L;
Y

end

Variable
Z

B o< X

Row

1

2

3
CONSTRAINT

Value Reduced Cost
6.250000 0.000000
2.500000 0.000000
2.500000 0.000000
10.00000 0.000000

Slack or Surplus Dual Price
0.000000 1.000000
0.000000 0.000000
6.250000 1.000000
0.000000 1.250000



Local optimal solution found.

Objective value:
Infeasibilities:
Extended solver steps:
Total solver iterations:
Elapsed runtime seconds:

Model Class:
Total wvariables:
Nonlinear wvariables:

Integer variables:

Total constraints:
Nonlinear constraints:

Total nonzeros:
Nonlinear nonzeros:

N W

-

(o))

6.250000
0.000000
5

26

0.29

NLP
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Ytterligare erfarenheter fran tidigare
genomgang:
* Vi vet hur vi finner ett maximum (eller minimum) i ett problem med

tva beslutsvariabler utan bindande restriktion.

* Da kravs att forstaordningsvillkoren ar uppfyllda. Fran dessa kan vi
ibland l0sa ut optimala varden pa beslutsvariablerna.

» Sedan kravs att andraordningsvillkoren ar uppfyllda (for maximum
alternativt minimum).

* Vi gick igenom dessa andraordningsvillkor fé6r maximum och
minimum. Vi harledde dessa villkor fran grunden.



Ytterligare erfarenheter fran tidigare
genomgang:

Vi fann att "det forsta maximeringsproblemet med en bindande
restriktion” inte har ett maximum som gar att berakna om vi inte
skulle ha en bindande restriktion.

e Vi studerade vad som kravs for att ett problem med tva fria
beslutsvariabler utan bindande bivillkor ska ha ett maximum (eller
minimum) som gar att berakna.



Ekonomisk optimal produktion i ett
tillverkande féretag med tva fabriker

* Héir ska vi samtidigt fa fordjupad forstaelse for fundamentala
ekonomiska principer i tillverkande féretag samt Lagrange
multiplikatormetod.

* Vi har tva fabriker som producerar varsin produkt. Vi kan exempelvis
tanka oss produktion av tva olika typer av pappersmassa, tva typer av
oljebaserade produkter, tva typer av malmbaserade produkter o.s.v..

» Bagge fabrikerna behover en ravara som foretaget har tillgang till. Det
ar darfor viktigt att fordela denna ravara optimalt mellan fabrikerna.

» Atgdngstalen (mingd ravara per enhet producerad vara) ir al och a2.
* Total mangd ravara som foretaget kan anvanda ar K.
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Ekonomisk optimal produktion i ett
tillverkande féretag med tva fabriker (forts.)

Produktionsvolymerna i de bagge fabrikerna kallas x1 och x2.

Priserna, pl och p2, pa dessa produkter ar beroende av hur mycket
som produceras (och allt saljes). (Foretaget ar en stor producent pa
marknaden och produktionsvolymerna paverkar marknadspriserna).

De rorliga kostnaderna per enhet ar c1 och c2.
Fasta kostnader i fabrikerna ar F1 och F2.

Vi forutsatter inledningsvis att fabrikernas produktionskapaciteter inte
ar begransande for den optimala l6sningen. (Detta antagande ska vi
senare andra pa.)



Optimering med/utan Lagrangefunktion:
Ekonomiskt optimal produktion i tva fabriker.

max 7z = 75, (X,) + 7,(X;)

s.t. a X +a,X, <K

i =P (X)X —C¢;X; — F;

p; (X;)=m; —n;x,

Malfunktionens egenskaper?

Om man inte hade bivillkoret; Hur skulle man da hantera detta
maximeringsproblem? Forstaordningsvillkor? Andraordningsvillkor for
maximum?

Restriktionens egenskaper?

Optimering utan Lagrange-funktion. Hur kan man hantera bivillkoret?
Optimala varden via forstaordningsvillkor?

Optimalt varde pa malfunktionen?

Max eller min? Unikt eller gj?

Derivatan av optimalt malfunktionsvarde m.a.p. K?

Optimering med hjalp av Lagrangefunktion.

Kuhn-Tucker-villkoren.

Grafiska |6sningar?

Tolkning av marginella kapacitetsvardet.
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L =7(Xx,X,)+A(K—-aX —a,X,)



max = = 7, (X)) + 7,(X,) +...+ 7, (X,)
S.t.

o X o X, +o o XS K,

O X, + O Xy + o+ 0, X S K,

o X+ X oo, X S K

mn-n

L =7(X, %, Xn)+2ﬂﬁ(Ki — O X T O Xy e O X,
-1
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Kuhn-Tucker —villkoren:

X. >0 dL_
‘ dx,
A >0 sz




LOsningar av problemet med tva fabriker

* Optimera verksamheten i foretaget med tva fabriker.

* Bestam forst formlerna for optimala varden pa x1, x2 och lambda via den

generella problemformuleringen under forutsattning att restriktionen ar
bindande.

 Tolka de generella optimala l6sningarna sa att de blir ekonomiskt
begripliga.

e Bestam formlerna for optimala varden pa x1 och x2 samt lambda under
forutsattning att det inte ar optimalt att anvanda hela resursmangden.

 Tolka de generella optimala l6sningarna sa att de blir ekonomiskt
begripliga.



LOosningar av problemet med tva fabriker
(forts):

* Optimera verksamheten i foretaget med tva fabriker.
Antag foljande:

pl=100-2*x1, p2 = 100-2*x2,

cl1=10,c2 =10,

F1=0,F2=0,
K=50,
al=2,a2=2.

* Bestdm optimala varden pa x1, x2 och lambda via Lagrange
multiplikatormetod. Vad sager "Kuhn-Tuckervillkoren om losningen?

* Bestam optimala varden pa x1, x2 och lambda via en graf.
* L6s problemet aven via Lingo och kontrollera resultaten.
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Numerical solution 2 wvia Lingo;
!Peter Lohmander 180120;

model:

z = (100-2*x1) *x1-10*x1 + (100-2*x2) *x2-10*x2;
K=50;

max = ZzZ;

[Constraint] 2*x1+2*x2 <= K;

end
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model :
z = (100-2*x1)*x1-10*x1 + (100-2*x2)*x2-10*x2;

K=50;
max = 2z,
[Constraint] 2*x1+2*x2 <= K;
end
Variable Value
Z 1625.000
X1 12.50000
X2 12.50000
K 50.00000
Row Slack or Surplus
1 0.000000
2 0.000000
3 1625.000

CONSTRAINT 0.000000

Reduced Cost
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

Dual Price
1.000000
20.00000
1.000000
20.00000
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LOosningar av problemet med tva fabriker
(forts):

* Optimera verksamheten i foretaget med tva fabriker.
Antag foljande:

pl=100-2*x1, p2 = 100-2*x2,

cl1=10,c2 =10,

F1=0,F2=0,
K=100,
al=2,a2=2.

* Bestdm optimala varden pa x1, x2 och lambda via Lagrange
multiplikatormetod. Vad sager "Kuhn-Tuckervillkoren om losningen?

* Bestam optimala varden pa x1, x2 och lambda via en graf.
* L6s problemet aven via Lingo och kontrollera resultaten.
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'Numerical solution 2 wvia Lingo;
!Peter Lohmander 180120;

model:

z = (100-2*x1) *x1-10*x1 + (100-2*x2) *x2-10*x2;
K=100;

max = Z;

[Constraint] 2*x1+2*x2 <= K;

end
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model:
z = (100-2*x1)*x1-10*x1 + (100-2*x2) *x2-10*x2;
K=100;

max = Zz2;

[Constraint] 2*x1+2*x2 <= K;

end

Variable
Z

X1

X2

CONSTRAINT

Value
2025.000
22 .50000
22 .50000
100.0000

Slack or Surplus

0.000000
0.000000
2025.000
10.00000

Reduced Cost

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

Dual Price

1.000000
0.000000
1.000000
0.000000
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LOosningar av problemet med tva fabriker
(forts):

* Optimera verksamheten i foretaget med tva fabriker.

 Kompletterande information: Fabrik 1 har begransad produktionskapacitet. Den fabriken kan
darfor ej producera mer an 10 enheter.

Antag foljande:
pl=100-2*x1, p2 = 100-2*x2,
cl1=10,c2 =10,

F1=0,F2=0,
K=50,
al=2,a2=2.

* Bestam optimala varden pa x1, x2 och lambda via Lagrange multiplikatormetod. Vad sager Kuhn-
Tuckervillkoren om [6sningen?

* Bestam optimala varden pa x1, x2 och lambda via en graf.
e LOs problemet aven via Lingo och kontrollera resultaten.
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model:
z = (100-2*x1) *x1-10*x1 + (100-2*x2)*x2-10*x2;

K=50;

max = Z;
[Constraint] 2*x1+2*x2 <= K;

[Fabrik 1] x1 <= 10;
end



model:
z = (100-2*x1)*x1-10*x1 + (100-2*x2)*x2-10*x2;
K=50;

max = z;
[Constraint] 2*x1+2*x2 <= K;
[Fabrik 1] x1 <= 10;

end

Variable Value Reduced Cost
Z 1600.000 0.000000

X1 10.00000 0.000000

X2 15.00000 0.000000

K 50.00000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 0.000000 1.000000

2 0.000000 15.00000

3 1600.000 1.000000
CONSTRAINT 0.000000 15.00000
FABRIK 1 0.000000 20.00000



Egna studier:
Foljande studier ger en bra férstaelse fér hur dessa saker hdnger ihop.
Ovning ger fardighet!

* Undersok hur de optimala I6sningarna andras om exempelvis foljande
andringar i problemet ager rum:

* Nivan for hela prisfunktionen for produkt 1 dkas.

 Lutningen pa prisfunktionen for produkt 1 dkas.

» Atgdngstalet al dkas.
* Produktionskapaciteterna i bagge fabrikerna begransas.
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Observationer och slutsatser

Man kan vanligen inte vara saker pa att en viss restriktion ar bindande i optimum utan att
kontrollera |6sningen med Kuhn-Tuckervillkoren.

Man kan vanligen inte heller vara sdker pa att det ar optimalt att |ata en viss beslutsvariabel
(exempelvis produktionsvolymen eller konsumtionen av en viss vara) antaga ett strikt positiv varde
utan att ga igenom lésningen med Kuhn-Tuckervillkoren.

| Erob]em med manga beslutsvariabler och restriktioner finns det ett mycket stort antal “mojliga
e vgtlondssystem”. Nagot av dessa ekvationssystem ger optimal l0sning. Kuhn-Tuckervillkoren ar
avgorande.

| problem med kvadratisk malfunktion och linjara restriktioner kan kvadratisk programmering ge
optimal [6sning till problemet och ta hansyn till alla Kuhn-Tuckervillkor i ett andligt antal
iterationer.

| problem med linjar malfunktion och linjara restriktioner kan linjar proFrammering ge optimal
losning till problemet och ta hansyn till alla Kuhn-Tuckervillkor i ett andligt antal iterationer.

| ekonomisk teori antaﬁes ofta att vi vet vilka restriktioner som ar bindande i optimum och vilka
beslutsvariabler som ska ha positiva varden. Var alltid medveten om detta nar ekonomiska teorier
studeras. Nar Du sjalv ska analysera ett problem kan Du inte utga fran att Du vet nagot om detta.

Studera alltid verkliga problem med hansyn till verkliga forutsattningar.

I)l
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